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висимости  дают  возможность  реализовать  их  на  борту  БЛА  и  минимизируют  энергетические  затраты  при 
управлении БЛА, движущемся через заданные точки пространства. Было проведено компьютерное моделирование 








Настоящее время характеризуется бурным 
развитием беспилотной авиационной тех-
ники в нашей стране и во всем мире. Сферы 
использования вышеназванной техники, в об-
щем случае разделяют на научные и приклад-
ные, которые в свою очередь имеют разделе-
ние в соответствии с гражданским и военным 
применением.
Беспилотные летательные аппараты (БЛА) 
позволяют получать данные для научных ис-
следований и в дальнейшем полученные зна-
ния могут быть применены для изучения как 
самих БЛА (их конструкции, динамики по-
лета) так и для мониторинга природных яв-
лений, оказания определенного вида услуг. 
Задачи которые позволяет решить БЛА, мож-
но распределить на несколько групп: задачи 
мониторинга, включающие видеонаблюдение 
охраняемых объектов и областей; картографи-
рование земной поверхности и ландшафтов; 
геологическая разведка полезных ископаемых; 
инспектирование строительных объектов; ви-
деонаблюдение за труднодоступными про-
мышленными объектами; метеорологическая 
разведка; экологическая разведка атмосферы 
и водоёмов; радиационная и химическая раз-
ведка; мониторинг опасных природных яв-
лений; оценка результатов после стихийных 
бедствий и т. п. Новая развивающаяся группа 
задач применения БЛА доставка грузов, по-
чты, комплектующих, продуктов а также ре-
трансляция различных сигналов.
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Таким образом применение БЛА охватыва-
ет все больше областей человеческой деятель-
ности. В тоже время применение БЛА требует 
наличие однозначных стандартов в отноше-
нии эксплуатационных маршрутов, обеспе-
чивающих соответствующие меры безопас-
ности, при недостаточной мировой практике 
использования БЛА, в отличие, например, от 
применения пилотируемой гражданской ави-
ации. Так для гражданской авиации в свое 
время была создана, так называемая, «Чикаг-
ская конвенция о международной гражданской 
авиации», где даны рекомендации по принци-
пам использования летательных аппаратов [1]. 
К сожалению, в данном случае, БЛА оказались 
вне международного правового поля и каж-
дое государство устанавливает свои прави-
ла использования БЛА исходя из внутренних 
нормативно правовых документов и частично 
применяя положения конвенции.
Существуют четко определенные между-
народные стандарты и рекомендуемая прак-
тика, в отношении эксплуатационных марш-
рутов, разработанных с учетом действующих 
в каждом государстве нормативных докумен-
тов и внешних факторов, соответствующие 
минимумы подлежат утверждению государ-
ством эксплуатанта и разрабатываются экс-
плуатантом воздушного судна с учетом типа 
воздушного судна, сложности установленного 
на борту оборудования, характеристик средств 
обеспечения захода на посадку, оборудования 
взлетно- посадочной полосы, а также –  ква-
лификации операторов. Согласно этим ре-
комендациям, на аэронавигационных картах 
вводится общее понятие запретных зон для 
полетов авиации. Запретная зона –  воздуш-
ное пространство установленных размеров 
над территорией или территориальными во-
дами государства, в пределах которого полеты 
воздушных судов запрещены. Также следует 
отметить наличие понятия «зон ограничения 
полетов», которые представляют собой воз-
душное пространство установленных разме-
ров над территорией или территориальными 
водами государства, в пределах которого по-
леты воздушных судов ограничены опреде-
ленными условиями, кроме того существует 
термин «опасных зон» –  воздушное простран-
ство установленных размеров, в пределах 
которого в определенные периоды времени 
может осуществляться деятельность, пред-
ставляющая опасность для полетов воздуш-
ных судов [2].
Наличие электронной аэронавигационной 
информации, внедрение навигационных си-
стем, обеспечивающих предоставление точной 
информации о местонахождении летательных 
аппаратов, создали предпосылки быстрой раз-
работки надежных электронных карт для ото-
бражения этой информации. Система отображе-
ния электронных аэронавигационных карт по-
зволяет обеспечить непрерывное отслеживание 
местоположения летательного аппарата в за-
висимости от этапа полета и с учетом соответ-
ствующих эксплуатационных требований. При-
нимая во внимание вышеизложенное при фор-
мировании маршрута БЛА, стоит задача облета 
«запретных зон» в автоматическом режиме.
Согласно международным стандартам 
и рекомендуемой практики при первоначаль-
ном установлении государством запретных 
зон, опасных зон или зон ограничения полетов 
каждой зоне присваивается обозначение и об 
этих зонах публикуются подробные сведения. 
Эти зоны должны быть как можно меньше 
и иметь простые  геометрические очертания 
для облегчения ссылок на них всеми заинтере-
сованными сторонами [3].
Выделяется несколько визуальных форм 
границ запретных зон для полета, которые 
представлены на рис. 1 [4].
На рис. 2 представлена кинематическая схе-
ма наведения БЛА в заданной (О(k)X(k)Y(k)Z(k)) 
изменяющейся системе координат, где k –  но-
мер точки пространства, через которую должна 
пройти траектория БЛА [5]. В данном случае
1,3k = .
Рассматривается наведение в горизонталь-
ной плоскости, при этом можно отметить, что, 
пространственная модель принципиальных 
отличий иметь не будет. На рис. 2 обозначено 
ν
  –  вектор скорости БЛА. С учетом реальных 
условий применения БЛА принято, что 
ν
  =const. ν z(k) –  проекция вектора скорости 
БЛА на ось Z(k). φ(k) –  угол ориентации вектора 
скорости БЛА в k-й точке пространства. ( )kD

 – 
вектор дальности от начальной (k-1-й) до ко-
нечной (k-й) точки k-го интервала траектории. 
О(k) –  начало заданной инерциальной системы 
координат на k-м интервале траектории полета 
БЛА. В общем случае 0,k N= .
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В данной постановке задачи особенностью 
является задание на каждом заданном интер-
вале траектории полета БЛА новой инерци-
альной системы ординат (О(k)X(k)Y(k)Z(k)). При 
этом начало системы координат О(k) на каждом 
k-м интервале совпадает с предыдущей задан-
ной точкой траектории полета. При рассмотре-
нии пространственной модели траектории ось 
О(k)X(k) направлена на следующую k+1-ю точку 
траектории, ось О(k)Y(k) направлена вертикаль-
но вверх, ось О(k)Z(k) составляет с осями О(k)
X(k) и О(k)Y(k) правую систему координат.
При математическом моделировании за-
претная зона представляет собой некую об-
ласть пространства, описываемую множе-
ством точек с заданными координатами. Фор-
мирование пространственной траектории БЛА 
для облета запретной зоны можно представить 
как решение задачи в двух плоскостях с после-
дующим их объединением. В работе [6] реша-
ется задача аналитический синтеза управля-
ющего ускорения беспилотного летательного 
аппарата с учетом формирования траектории 
в вертикальной плоскости. Такая задача может 
иметь место в ситуации, когда БЛА осущест-
вляет полет на большой высоте, затем снижа-
ется для выполнения задачи и опять набирает 
высоту, необходимую для предотвращения 
столкновения с наземными объектами [6].
Как правило ограничения в горизонталь-
ной плоскости представляются наиболее важ-
ными так как могут иметь сложную конфи-
гурацию и находиться в непосредственной 
близости друг от друга, а в некоторых случа-
ях –  сосредотачиваться на малых площадях, 
что усложняет процесс маневрирования лета-
тельного аппарата, требуя четкой и выверен-
ной траектории облета, исключающей неза-
планированного нарушения границ запретных 
зон и возможности заблаговременного манев-
ра БЛА.
Формирование  
оптимальной траектории полета БЛА
Рассмотрим решение задачи по формиро-
ванию траектории БЛА при облете запретной 
зоны с учетом того, что необходимо обеспе-
чить такое наведение БЛА, при котором оп-
тимальным образом выполняются основные 
требования, предъявляемые к облику систе-
мы управления БЛА и обеспечивается задан-
ная точность приближения траектории полета 
БЛА к заданным точкам пространства. В каче-
стве запретной зоны будем рассматривать за-
претную зону № 181 Минского национального 
аэропорта «Минск 2», входящего в юрисдик-
цию Министерства транспорта и коммуни-
каций [4]. Ограничения по высоте в данном 
случае не рассматриваются так как стоит за-
дача горизонтального облета запретной зоны 
на безопасном расстоянии. Дополнительные 
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Рис. 1. Формы границ запретных зон: a –  круглая форма; б –  прямоугольная форма; в –  многогранная форма
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Рис. 2. Кинематическая схема наведения БЛА
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ограничения по высоте могут быть учтены при 
необходимости.
В общем случае математическое модели-
рование полета БЛА включают в себя большое 
число математических выражений, которые 
описывают перемещение БЛА как твердого 
тела в пространстве, включающие уравнения 
кинематики и динамики движения центра масс 
и относительно центра масс. Математическая 
постановка задачи оптимизации представ-
ляет собой векторно- матричное управление 
состояния:
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X t A t X t B t U t= + , 0 0( )X t X=  (1)
и квадратичный функционал Летова- Калмана [7]:
 
  (2)
В выражении (1,2) [ ], , Tk k k kX x y z= ∆ ∆ ∆  – 
вектор, включающий минимальные отклоне-
ния относительно промежуточной k-й точки 
маршрута; [ ]( ) ( ), ( ), ( ) TX t x t y t z t=  –  вектор ко-
ординат центра масс БЛА; 
( ) ( ), ( ), ( )
T
x y zU t a t a t a t =    –  вектор управле-
ний, состоящий из нормальных ускорений 
центра масс; A(t), B(t) –  матрицы 
коэффициентов.
Задачу вывода беспилотного летательно-
го аппарата в заданную точку пространства 
(в том числе подвижную) необходимо рассма-
тривать аналогично задачам, которые реша-
ются известными методами синтеза системы 
самонаведения летательного аппарата на цель 
[8]. Задача формирования траектории полета 
БЛА по заданному заранее маршруту подроб-
но рассматриваются в работе [9].
Рассмотрим для наглядности движение 
БЛА относительно заданной системы коорди-
нат на k-м интервале траектории полета в го-
ризонтальной плоскости. Это движение опи-
сывается следующей системой линейных диф-
ференциальных уравнений [9]:
( ) ( )k k
xx v= , 
( ) ( )
0(0)







( ) ( )k k
xz z= , 
( ) ( )
0(0)
k kz z= , 
(3)
( ) ( )k k
x xv a= , 
( ) ( )
0(0)
k k
x xv v= ,
( ) ( )k k
z zv a= , 
( ) ( )
0(0)
k k
z xv v= .
В выражениях (3) обозначено: x(k), z(k) –  ко-
ординаты центра масс БЛА в заданной k-й си-
стеме координат; vx(k), vz(k) –  проекции вектора 
скорости ν  БЛА на оси k-й системы коорди-
нат; ax(k), az(k) –  ускорения центра масс БЛА 
в k-й системе координат. В качестве параметра 
управления БЛА в данном случае будем рас-
сматривать боковое ускорение БЛА az(k)(t). Так 
как в реальных условиях на этапе выполнения 
БЛА своей основной задачи по мониторингу 
земной поверхности скорость его полета, как 
правило, постоянна, то в системе уравнений 
(3) можно допустить, что ( ) 2 ( ) 2( )k kx zv v v= − , 
где v = ν .
Определим оптимальное управление БЛА 
(ускорение az(k)(t)) на k-м интервале траекто-
рии полета. Критерий оптимизации (2) в дан-
ном случае будет иметь вид:
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J c v v c z z
c a dt
=
 = − + − + 
+ ∫
 (4)
где tk –  момент времени, при котором БЛА 
достигает заданной k-й точки пространства. 
vзад(k) –  заданное значение проекции скорости 
БЛА на ось О(k)Z(k) соответствующей инерци-
альной системы координат на k-м интервале 
в момент tk. zзад(k)– боковая координата задан-
ной k-й точки траектории полета БЛА в мо-
мент tk. c1, c2, c3 –  коэффициенты, которые 
задаются с учетом размерности параметров 
функционала (3).
В работе [9] на основе известных результа-
тов аналитического решения подобных задач 
[10] получено выражение для бокового ускоре-
ния az(k), обеспечивающего полет БЛА по оп-
тимальной траектории:
 
( , , ) ( ) ( )
( ) ( ) ,
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z z v z
z
a v z t t v t v
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J X RX X t Q t X t U t S t U t dt = + + ∫
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В выражениях (4)-(8) обозначено 
vзад=vзад(k)=vz(k)(tk)sinφзад(k) [10], где vz(k)(tk) – 
значение проекции скорости БЛА на ось О(k)
Z(k) в момент окончания наведения tk на k-м 
интервале. φзад(k) –  заданный угол подлета БЛА 
к очередной заданной точке траектории O(k), 
определяемый ориентацией вектора ν  относи-
тельно системы координат (О(k)X(k)Z(k)) в соот-
ветствии с рис. 2. tk-t=tост –  время, которое не-
обходимо для достижения БЛА очередной за-













D(k) –  в данном случае представляет собой 
текущую дальность от центра масс БЛА до за-
данной точки O(k) на k-м интервале наведения, 
( )k
D  –  модуль скорости сближения БЛА с точ-
кой O(k).
В некоторых случаях интегральным сла-
гаемым функционала (4) можно пренебречь. 
Данное допущение справедливо, когда БЛА 
обладает достаточным запасом топлива на 
всей траектории полета БЛА при относитель-
но небольшой скорости полёта [11].
Заметим, что выражения (4)-(8) могут быть 
справедливы в некоторых случаях и для со-
ответствующей пространственной задачи на-
ведения БЛА. При этом двумерные векторы 
координат, скоростей и ускорений БЛА заме-
няются соответствующими трехмерными век-
торами [11].
В качестве примера рассмотрим измене-
ние траектории полета БЛА в горизонтальной 
плоскости при облете БЛА запретной зоны 
№ 181 через заданные точки пространства 
со следующими координатами: x(0) = z(0) = 0; 
x(1) = 17000 м, z(1) = 13000 м; x(2) = 40000 м, 
z(2) = 7000 м; x(3) = 53000 м, z(3) = 13000 м. Мо-
делирование проведено в компьютерной среде 
Mathcad для математической модели траекто-
рии БЛА. На рис. 3 представлена траектория 
облета БЛА запретной зоны.
Как показали результаты моделирования 
данного примера, величины отклонений траек-
тории БЛА от заданных промежуточных точек 
пространства составили от 7 до 20 метров в за-
висимости от углов и ориентации вектора ско-
рости ν . В реальных условиях применения 
БЛА для решения задач облета запретных зон 
на безопасном расстоянии, такой результат мо-
жет быть вполне приемлемым.
Заключение
На основе разработанного метода синте-
за параметров управления БЛА предложена 
методика формирования траектории автома-
тического облета БЛА заданной запретной 
зоны полета. Задание планируемой траектории 
запретной зоны в виде последовательности 
конкретных точек воздушного пространства 
позволяет путем формирования соответству-
ющей системы координат решать задачу син-
теза закона управления БЛА аналитически, 
получая оптимальное решение при соответ-
ствующей математической постановке зада-
чи. Проведение исследования путем матема-
тического моделирования наглядно показали 
работоспособность данного подхода, который 
может быть использован при разработке ал-
горитмов систем автоматического управления 
(автопилота) БЛА. Изменение задач, состоя-
щих при формировании оптимальной траек-
тории полета БЛА (максимальное быстродей-
ствие или экономия затрат) в математической 
постановке задачи учитывается в формали-
зации соответствующей целевой функции 
(минимизирующего функционала качества). 
Полученные результаты могут быть исполь-
зованы для решения других близких задач, 
например –  формирование траектории полета 
БЛА при мониторинге заданного участка зем-
ной поверхности.
Рис. 3. Траектория БЛА при облете запретной зоны
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